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Pierre Ageron

L’ART DE L’ESQUISSE (1) :
ESQUISSE DE NOMBRE REEL

RESUME. La série « '’Art de ’esquisse » a pour but d’enrichir le traditionnel
corpus d’exemples d’esquisses construites « a la main » et d’illustrer ainsi certains résultats
théoriques obtenus ces derniéres années. Dans cette premiére livraison (1), nous décrivons
une esquisse dont la catégorie des modeéles est équivalente a la droite réelle achevéee
R = [—o0, +00], puis nous indiquons comment la modifier pour obtenir des catégories de
modeles équivalentes, respectivement, & RU {—co}, 8 RU {+o0}, a R et & R\ Q.

1. COUPURES ET ESQUISSES.

L’objectif est d’esquisser la droite réelle achevéee R = [—o0, +00], vue comme (petite)
catégorie. On part de cette idée de Dedekind qu’il estimait « si peu féconde » : un réel est
défini par une coupure dans la droite rationnelle Q. Rappelons qu’une coupure est un couple
(A’, A") de parties de Q vérifiant :

A <A ; AnA"=0 ; Aud'"=Q.

Pour représenter aussi —oco et +oco, on n'imposera pas ici & A’ et A” d’étre non vides.
Pour éviter d’avoir deux représentations possibles du rationnel g (selon que ¢ lui-méme est
lément de A’ ou de A”), on devra se restreindre aux coupures gauches, vérifiant 'axiome
supplémentaire suivant : si pour tout ¢’ < qgonagq € A’, alors g € A’.

(1) Il s’agit de la rédaction d’une conférence donnée le 17 juin 2000 & I'Université du Littoral (Dunkerque).
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Les coupures sont en bijection avec les applications décroissantes M de Q dans {0,1} :

ge A = M(q) =1

ge A" < M(q) =0.

Les coupures gauches correspondent a celles de ces applications qui vérifient pour tout ¢ € Q :

M(q) = inf M(q').

q'<q

Pour représenter les éléments de R comme foncteurs & valeurs ensemblistes, il reste & noter
que I’ensemble ordonné {0, 1} est équivalent & la sous-catégorie pleine de Ens dont les ob jets
sont les sous-singletons. Rappelons (cf. [Ageron99]) qu’un sous-singleton est un ensemble X
ayant au plus un élément, ce qui équivaut au fait que le cone

X id X id X
est un céne produit dans la catégorie Ens. On obtient ainsi I’esquisse projective Eg suivante :

PROPOSITION.— La catégorie des modéles de I’esquisse suivante est équivalente &
Pensemble ordonné R = [—o0, +00] :
— son support est I’ensemble ordonné (Q,>) ;

— pour chaque g € Q, on distingue le cone projectif d’indexation discréte q«—q—q (?);

— pour chaque q € Q, on distingue le céne projectif d’indexation discréte ¢' —q (¢’ < q).

DEMONSTRATION.— 1l est clair qu'un modeéle M de Ez dans Ens s’identifie &
une coupure gauche dans Q, et donc & un élément de R. De plus, il existe un morphisme,
nécessairement unique, de M vers N si et seulement si : Vg € Q M(g) =1= N(q) = 1.

Cette condition correspond & I'inégalité M < N sur les éléments de R associés. On a donc
bien : Mod(Egz) ~ R. C.Q.F.D.

2 .y - 5 s : B o 3 .
( ) C’est pour éviter de recourir & un logiciel graphique compliqué que nos cones sont dessinés sur une ligne.

Mais cette représentation semble finalement assez suggestive vu la nature unidimensionnelle du probléme.
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2. QUELQUES VARIATIONS NON ALGEBRIQUES.

Esquissons & présent I'ensemble ordonné R U {—oco}, c’est-a-dire [—o0,4o0[. De
’analyse précédente doit étre exclu le modele correspondant & +oco : il s’agit du foncteur
constant tel que M (q) =1 pour tout ¢. Cela revient & ne garder que les modeles M tels que :

[T M(a) =0

q€eQ

Afin de traduire cette formule, on augmentera le support de 'esquisse Eg en (QU {+c0},>)
pour y distinguer les cones supplémentaires suivants :

— le cone inductif d’indexation vide — 400 g
— le cone projectif d’indexation discrete g « 400 (g€ Q).

Symétriquement, pour esquisser ] — oo, +o0], il faut exclure le foncteur constant tel
que M(q) = 0 pour tout g, ce qui revient a imposer > .o M(q) # @, qu'on traduira par :

lim M(q) = 1.
qeQ

On augmentera donc le support de l'esquisse Eg en (QU {—o0},>) et on y distinguera les
cones supplémentaires suivants :

— le cone projectif d’indexation vide -0 — :

— le cone inductif d’indexation non discrete —oo « ¢ (¢ € Q).

En prenant comme support ’ensemble ordonné (Q,>) et en y distinguant tous les
cones projectifs ou inductifs apparaissant dans les deux esquisses E{_ oo, 400[ €t E}—c0,+00] CI-
dessus, on obtient une « esquisse de réel », c’est-a-dire une esquisse Eg telle que la catégorie
Mod(ER) soit équivalente a-R.

Enfin, il est facile d’en déduire une « esquisse d’irrationnel » Eg\q , dont la catégorie
des modeles est équivalente & ’ensemble ordonné R \ Q. En effet, un modele M de Eg
correspond & un irrationnel si et seulement si, pour chaque rationnel ¢, on a :

M(q) = lim M(q")

q/I<q

On esquisse ainsi le foncteur d’oubli (c’est-a-dire d’inclusion) de R \ Q dans R. On peut de
méme (nous le laissons en exercice) esquisser le foncteur d’oubli de Q dans R.



3. REMARQUES.

Les esquisses ci-dessus illustrent de maniére intéressante nombre de théorémes obtenus
ces dernieres années sur la classification des esquisses et des catégories accessibles, et en
suggerent d’autres.

Observons par exemple les faits suivants au sujet de I’esquisse E{—co,+cof *

(1) tous ses cones projectifs distingués sont d’indexation dénombrable (%) et non vide;
(2) tous ses cones inductifs distingués sont d’indexation vide.

Quelles sont les propriétés de la catégorie associée & I’ensemble ordonné [—00, +00[ qui sont
reflétées par (1) et (2) ? En combinant les résultats de [Ageron95] et [Ageron99)], on obtient :

PROPOSITION.— Les catégories de modéles des esquisses vérifiant (1) et (2) sont
exactement (& équivalence prés) les catégories localement petites A telles que :
(a) A est R;-accessible
(c’est-a-dire posséde les limites inductives N;-filtrantes et contient un ensemble d’objets
R;-présentables dont tout objet de A soit limite inductive R;-filtrante) ;
(b) A posséde un objet initial strict ;
(¢) A posséde les limites projectives d’indexation non vide.

Il est bien exact que l'ensemble ordonné [—oo,+oco[, vu comme catégorie, remplit ces
conditions. On remarquera en particulier que tous ses objets sont N;-présentables (4) et
que —oo en est un objet initial strict.

Nous aurions pu étre un peu plus précis lors de nos observations concernant E_co, 400
et remarquer, de surcroit, que tous ses cones projectifs distingués sont d’indexation discréte.
Se pose alors le probleme de caractériser les catégories de modéles des esquisses dont :

(1') tous les cones projectifs distingués sont d’indexation dénombrable, non vide et discréte ;
(2) tous les cones inductifs distingués sont d’indexation vide.

La question est plus délicate que la précédente. Sans y insister, disons qu’il convient de
remplacer, dans la proposition ci-dessus, les limites inductives R;-filtrantes par des limites
inductives plus générales, dites « Nj-tamisantes ». On définit d’abord les limites inductives
R;-tamisantes dans Ens comme étant celles qui commutent aux produits dénombrables. Mais
attention : a la différence des limites inductives R;-filtrantes, & la différence aussi des limites
inductives Ro-tamisantes, les limites inductives X;-tamisantes dans Ens ne peuvent pas étre

(3) L’adjectif « dénombrable ) signifie ici  de cardinal < Nl ».

(4) Indépendamment de ’hypothése du continu, contrairement & ce que dit [Borceux-Quinteiro-Rosicky98].
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décrites comme celles qui sont indexées par une certaine classe de petites catégories, ce qui
induit certaines précautions : nous renvoyons ici & [Addmek-Koubek-Velebil++] (®).

Voici maintenant une observation concernant ’esquisse Ep\q :
— tous ses cones inductifs distingués sont d’indexation vide ou filtrante.

Ceci s’accorde avec le théoréme suivant ([Ageron95]) : les catégories de modéles des esquisses
dont tous les cones inductifs distingués sont d’indexation vide ou filtrante sont exactement
(4 équivalence preés) les catégories accessibles possédant les limites projectives d’indexation
finie et non vide. Il est bien exact que R \ Q remplit ces conditions.

Que dire de I’ensemble ordonné ] — 0o, +-00] ? Vu comme comme catégorie, il est N;-
accessible et posséde les limites projectives conditionnelles au sens suivant : tout diagramme
qui est base d’au moins un céne projectif admet une limite projective. Dans [Ageron97], on
a décrit une classe d’esquisses dont les catégories de modeles sont exactement les catégories
X;-accessibles possédant les limites projectives conditionnelles. Il s’agit des esquisses dont :

— tous les cones projectifs distingués sont d’indexation dénombrable ;
— les cones inductifs distingués forment un ensemble dénombrable et ont tous :

+ pour sommet le sommet d’un cone projectif distingué d’indexation vide,

+ pour indexation une petite catégorie possédant les limites projectives d’indexation
dénombrable non vide, ces cones projectifs limites étant tous distingués.

Mais Pesquisse [Ej_oo,400) décrite plus haut n’est pas de cette forme ! Elle a en effet un cone
inductif distingué indexé par 'ensemble ordonné (Q, >) : celui-ci, vu comme petite catégorie,
ne posséde pas toutes les limites projectives d’indexation dénombrable et non vide. Il est
cependant aisé de la modifier en une esquisse de la forme attendue. Il suffit pour cela de
remplacer le support (QU{—co},>) par (RU{—00},>) et d'y distinguer les cones suivants :
— pour chaque r € R, le cone projectif d'indexation discrete 7 —r—17

— pour chaque 7 € R, le céne projectif d’indexation discréte g« (g€ QN]—oo, r();
— le cone projectif d’indexation vide —co — :

— le cbne inductif d’indexation non discréte —oco «—1r (r € R).

On Paura compris : I'idée de cette esquisse modifiée est de représenter les réels non
plus comme coupures dans Q, mais comme coupures dans R...

(5) Notons cependant qu’on a depuis longtemps reconnu et étudié un phénoméne analogue dans les cas des
limites inductives Np-fibrantes (resp. OO-fibrantes) dans Ens, définies comme celles qui commutent aux produits
fibrés finis (resp. finis ou infinis) : on se reportera a [Ageron92], [Ageron96] et [Ageron99]. Ces références sont
malencontreusement omises dans [Addmek-Koubek-Velebil++], alors que la « strategy » qu'ils adoptent pour

obvier la difficulté est évidemment la méme.



Ce point de vue peut paraitre saugrenu, voire tautologique, si 'on considere les
esquisses comme des objets syntaxiques, définissant des structures. Il est pourtant conforme
a la méthode « canonique » de construction d’esquisses. Dans celle-ci, en effet, on prend
comme objets de départ de 'esquisse les objets a-présentables de la catégorie a esquisser,
olt « est un cardinal régulier suffisamment grand — puis on augmente éventuellement cet
ensemble d’objets. Dans le cas de | — oo, +0c0], le cardinal o = Ro ne suffit pas, car il n'y
a aucun objet finiment présentable. Mais o = Ny parait déja trop fort, puisque tous les
objets sont dénombrablement présentables (sauf +co). Les esquisses construites dans les
paragraphes 1. et 2. ne sont donc pas des esquisses canoniques. C'est leur principal intérét.
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