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CHAFPITRE 1

Les structures multiplicatives.

EE R R R R L R R LA L NS N

§ 1 1+ Les catégories multipliecatives.

OOOOQOQOGOQQDQGQODOQOOQ'ODOOEO'G

Définition 1

Une catégonrie multiplicative ecst La donnde d'un
sextuplet (U, @, 1, a, 1, r) ol

(1) % est une catigonie
(2) @ + U xUp——=U eat un bifoneteun
(3) I es un objet de W
(4) a est une Bquivalence naturelle 4 trholfas vardiables
PO
8x. B, ¢ ¢ (A@Bl@C— A ® (B & C)
{5) 1 est une Zquivalence naturelfe
1, + 1@ A A

{(6) r esil une Zgquivalence naturelle

N




{7) axiome d'associafivdté (CMi)
Les diagrammes du fype suivant commutent

((A®B) ®C) @D 2 ~fA®B)N® (C @ D)
a8 1
Y e |
(A@(B®C)H @D | . a
a o
y B
~AB (2L @D0)— e A @ (B @ (C @ D))

1 @ a
(8) axiomes des neutnes : _
Les diagrammes des types suivants commutent

a

I®A) @ B— —> 1 ® (A @ B)

{cmz2)

AeBrer
a
(CM3)
‘r - - . .
A SS(B & I) 7 @-?-A & n

Il eat & noter que l'axiome d'associativitéd (CM1) permet, par

les procédés cnmbinatoireaﬂhgbitUGls, de démontrer que pour




tout entier n on a: une assotlativité générale d'ordre n.

La notion de catégorie multiplicative peut s'enrichir du carac-

teére symétrigque ou du caractare fermé

Définiticn“?

Une catigonie mulifiplicative symétnique est un
sextuplet (W, ® I, 2, 1, o, 3] ol

(1 ¢%,"@, 'Tv e, 1, r) esd une catigonde multiplicative
(2) s est une-Bouivalence naturellfe & deux vardables

e L . e 1 A -B.....,_._..p.fu A A
(3] Les axiomes de cohrence exprimés par Les commuta-
tivités des diagrammes des fypes sudlvants sont
 wErigfdis e

(A®B) @C 5 ® 1 =(B@A) ®C
.a .8
T - ' . . 1r'
A® (B ®C} B® (A®C)
'5' B R . B . - . 1 8 s
. $- , . -
(A @C) @A - =5 @ (C @A)
A@p——=—— =3 0A ®I




£n particulier, le dernier axiome exprime. que r:aaﬁ entiérh

mant déterminé par 1 et s.

Défindtion 3

Uine catdgonie muliiplicative (W, ® I, a, 1,.r) est
dite close 34 chague foncteur

NP Y 7
admet un adjoint a droite que £'on nofe

Win, =) U 16

Citons quelquss sxemples de catégories mgltiplicatives :

(1} le produit paridsien induit sur la catégorie des ensenmd
une structure de catégurie-multiplicatiqa.symétriqua avac
singletop pour unitd ; cette structure multiplicgatiye est n
close, l'adjoint de (A x =) étant le foncteur (w}A.

(2) 1'union disjointe induit sur la catégoris des ensamblas |
une structure de catégorig multiplicatiye symétrique avec

l'encsemble vide comme unité.

(3) le produit tensoriel induit sur la catégorie des grouped
abéliens une structure de catégorie muyltiplicative symétriqe

close ayant le groupe 7 des entiers commg unité.

(4) 1'opération Psomme” induit sur la gatégerie des groupes

abéliens une strupture de catégorie multipligative symétriaf

agmattant lg groupe nul comme unitég.




(5) les exemples 3 et 4 se généralisent au cas des mpdules sur

yn annsau commutatif unitaire.

(6} Si ¥ est une catégorie, notons .e‘l? = Nat (€, ¥¢1.

ta composition des Ffongteurs induit syr. @ " unhe structure de
qatégoria'multiplicative admettant le fonpteyr identité comme
unité ; en outre les fli&ches a, 1, r sont les transformations

naturellges identiques.

{7) une gatégorip multiplicative discréte est gxactement un

manoide.

(8) une catédgorie multiplicative discréte close est esxactement
un groups ; l'inverse de l'objet A est 1'objet ¥ (A, I).

(9) une catégorie multipligcative close ordonnéde [(c'est~a-dire :

YA ¥B Ham (A, B8) = -{%}) est exactement un gréupe ordonné,

§ 2 1 Les morphismes de catégnries multiplicatives.

DOV OODO0O0O00OLOEEBERALENNARANQOAQO0BQADDROOAQN

a8 Definition 4

Soient W= (W%, @ 1. a, 1, rl et
W = (U, &', I', a', 1%, r') deux catlgornies mufti-
plicatives., ln morphisme de catigondies mulitiplicatives
de:{é vens U’ m'an tnipletl (F, ¢, ¢o) 0d

(1) F 1 U —— W' e4t un foncteun

(2) 4§ est une transformation naturelle & deux variables

by gt FA O FBp——=F (A @ B)



(3) ¢o est un morphisme de . .

¢’o P T T

3

L (4) ees donnies vérndifient des axiomes de compatibilfiits
s'exprimant par La commuiartivitds de diagrammes des

Lypes sulvants - - .

(FA @ FB) ® FC 2’ = FA @' (FB @ FC)
¢ 9‘ 1 1 1 @! ¢
~F(A® B) @ FC. . . . .FA@"F(B ®C)

¢ 4
. ." N - u P 'wr’

Fl{A & B) @ C); ==~ F (A ® (B ® C))
3 @ 1 L

I''® FA S a = FI' ® FA

1t 4
FA = : T F(I @ A)

o | 1@ 4. S
FAa @ I’ ' — -~ FA @' FI

r' ' ¢

|




Nous dirons que. le morphisme (F, ¢, o) est

+) un homomorphisme, si ¢ est une équivalence naturelle et

$o uUn isomorphisma.

]
o +) un isomsrphisme, si ¢ et ¢, sont des identitds.

Citons guslgues exemples de morphismes. de catégories multipli-
c) . catives

{1) Sigé = (1, ® I, a, 1, r) est une catégoris multiplica-
tive, il existe un morphisme canonigue degé vers la caté-
gorie multiplicative des ensembles munie du produit

cartésiaen.

F = Hnm%(I. ~) 1 W —~——Ens

¢AE s Hom% (I, A) x Hnm% (1, B]_f_‘f'Hpﬂw_[;' A® B)
=1

¢AB (+, g] s (‘F@g] o ].I

$o ¢ {#}—Hom,, (I, I}

U

ta (*) = 1I

(2] 812 - (%, @ I, a. 1, r) est une catégorie multiplicetive,
il existe deux‘morphismgs canonpiques dezg vers la catégorie
multiplicative 2636 .

e e |

oo U ——— sl ¥

A e &£ -

m s

avava aV. QNN JRY

A |
a a @ - | '
!

B |




(33

¢A, B (C)l = a A, B, C
b, : 12G—~—-—-—3~I & -
$o (A) = 17,

iLe second morphisme canoniquh s'obtisndrait 3 partir de
FA = - & A. On remarquera gue ces deux morphismes sont

en failt des homomorphismes.

Sodt (F,U, €, 8) une situation d’'adjonction

- .
U
I1 lui est associé un morphisme canonigue de & wvers X%
B %
T ] X
n " UnF
B! APV E'F
T.G G ¢ (U GF) o .[U G'F}E*U(GG’}F
TG: G* ° (JESG'F
To 13::’[)0 '1& o =




§ 3 : Les comorphismes de catégories multiplicatives.

6000000 0ODOPOOQO0N0GN0NPOO00000DO00ROGE00COADGOD ?
0gfinition 5 . ) I
o é\

Soian£%¢ (%, ® I, a, 1, f]le.,t"'

U - (W', g, 1. a', 1', r') deux catigories [
multiplicatives, Un 'dom‘ofcph'i'&me' de catigordes muliti- !;i
pticqziueé-_dzi‘b vers }g' est un Lthiplet (F, ¢, b,) {
¢ | : | ﬁ
(1) F :16;_y1p edd un fonctear
23 ¢ 28t dne thans formation nwaturetfle 2 deux variables
.‘ ¢AB ¢ F {A @ BJ-—a-:F.A Qr EB’-
{é'.}'”'¢'.;"":e,5/t“un monphisme de %' o ’
%o + FI—= T°* !
(4) ces donnles virifient des axiones de compatibilit? !
s'axprimant par La commutativit® des diagrammes des
types suivants |
.. | S
F ((A®B) ®C) - ———F (A ® (B @ C) |
N i
¥ '{f‘ ‘ |
F (A ®B) ® FC FA 8 FIB8@C) |
!
6 ® 1 A T
i ) y
(FA @ FB) & FC a; - FA @' (FB @' FG) .
- _ r




e.}Igut_mprphiﬁma_antrq,geux.catégoriegKmqltiplisatiues fournit

un comerphigme entre les catégories duales. La donnée d'un

=10~

i Fﬂqs,, .g; 1 o1 @ FA
# 1'_
F @A) —pp > A
PR LE TN
¢ T .
FA® 1)— — T >~ FA -

homomerphisme entre catégories multipliecatives est &quivar

lente 3 la dannée d'un cohomorphigms ﬂhtrs sas mémes catégo-
rigs, Ces remargues: montrant .donc.gque l'étude .des comerphismes
de catégeries multiplicatives se raméng 3 celle des morphismes

de catégories multiplicatives.

- Bitans un exemple. intéressant de cogmorphisme, Si [(F,U , €, §)

-8t une situation d'adjonetiorn

@u..;,_.,.,.,“‘*f*"i*?,_}e ; F-—~—|u.

on en déduit un comorphisme de X

' L&
VBTS & de la maniére
AR, . A gt '

suilvante 1.

€ Q.
L X ——d él,

-G__T'""'V‘-M FG U
ngooo o Fv

G' e FEI Y
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oo F (GG 1Y ——==p (FGU]) , (FG*'Y )
2, 5 " FG ¢ GB'Q
fo ! 7 e 1,3\:_ e U 2*:-1& h°
I
Yo = 6. l
Propogition 1 o ﬁ
. !.

Sodent F. U deux foncteurns et ¢, § deux transformations

‘naturelles
- -i
&,.‘ X £ 1 ']% pm——— L) iz
———— . . : : i
U ' 5 i
& 1 Fr = !
a
15

Les conditdions suivantes sont Equivalentes

(1) (F. ), . &) edt une situation d'adionciion g

(21 €T, 1, To) eaf un moaphdsme de catlégordies multi-
plicatives et (T, v, vo) un comorphisme de caté-
geries mnltiplicatives

{{(T, 7, 7o) et [C, v, ¥e) sont déTinis comme dans les examples i




CHAPITRE 2

Definition B

Monoides dans une catégerie multiplicative.

QLUODOA0OO000LO00000O00QO0O00 0000000000000 CU0

Soit W= (U, ® I. a, 1, r) une catigonde mulliplicative,
Un monolde de U est un Lripled (M, =, u) fol que

(1) M est un objet de 26

(2) ¢ : I—= M est un moxphisme de 2%

M@ M——m M 04f un monphisme de 26

aw

{31 u

(4) Les diagrammesd sudivants commutfent

e @1 | 1Qu

I ———— - M@nN MemMe M
It u®1l
M M &M
u
Mm@l
l r
M e

M e P

axlomes des neutres axiome d'associativite:




-13—~ .

JPrapbsit;uan

Soient Y et Y deux catigonies multiplicatives,
(F, ¢, $o) : % —— W' un monphisme de catégo-
nies multiplicatives el (M, e, pl) un monolde de Eé.
Le monphisme (F, ¢, éo) Zransforme Le moncide

(M, £, u) en un monoide de zé'.

i .

le moneoide obtenu esf

(FM, Fe o bos Fut o by )

1! o T & M

e

4
Fo @ FM M,

A e m—opm

Citons quelques exemples simples de monoldes.

{1} up monolde dans la catégarie multiplicative des gnsembles

mUnia?du?braduit"cartésieh"éSE'Un monoide au sens hebituel.

un monulde dans la Catégérie°h01tip1£catiué des groupes abé-

liens munie du produit tensoriel uéuel gest un anneau unitaire

: {3) s1 ¥ ast une catégorie, un mdnolde dens la catégarie mylti-

: - £ v ) . . . i
" plicative € munie de la composition est un triple sur ‘8 .

§ 2 3 Lesg catégories internes,

=

PCO0RUOOUADOCEONDOD0OODET

Saient ¥ une catégurié avec limites.gauches finfes et O un



...1.4_ .

pslé fcatégorie interne a‘ﬁ ". Un tgl manoide
L[BD, aTl. u] tel que les diagrammas

mutant :

triple o

nbjet de it La catégorie ﬁln o admet pour .objets
{301 31} de flaches de "8 de la farme suivante
. .
—'F N g S. 0,
7
‘ﬁ/s g e munit alors d'une structure myltiplicative déduite
du produit fibré danse o T

e T 3s
Y
a
. g, 3,0 @ (84, 230 = (35 4 3 g o
:l'unité gtant le coyple (-1D _ﬂD],
Un monoide dans la catégorie multiplicative ‘8/

.auivants com-

les cnuﬂlpq

0 g est ap-

et dong un




ER

-n.‘——-P——_._Dx
=

Frencns maintenant pour € 1a catégorie des ensambles at

interprétcocns

1) O comme &tant un ensemblas d'ohbjets,

2) F comme &tant un ensemble de flaches,

al 30 caomme etant l'application 550urce“.

4) 31 commz étant l'application "but”,

5) €. comme é#tant 1’application "flache nsutra”,

6) 4 comme 8tant la loi de compositicn des fléches,

nous obtenons exactemsnt la définition d'une petite catégorie.
Cat exemple Justifie done la dénomination "catégorie interne

a ¥ ",

81 i'on fait € = Cat, on retrouve la notion de 2-catégorie ;
si 1'on fait € = Top, on retrouve cslla de catépgorie topolo-

gique,
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§ 3 : Le monoide -Universsl (A, 17,

QGLOO00O00COYQO0NO00OC0RO0D0BJ00

Considérans la catégorie 4 dont
1} les objets sont les snsembles ordonnés
[n] = {0, 1, ..., n=1}

2) les morphismes f : [n]—=fp] sont les apﬁlicaticns

croissantes.

~0n 'sait que tout morphisme de A se décompose de maniére

unique en une suite de morphismes des formes suyivantas

A
"
A
0

0

_qu:= (6] ——s [q « 1]

t Aot sd s_i 1

£ o+ 1 51 t

W
o

1 .
nq r [gl—{g ~ 1] : 0s&1i¢qg-1
Tt At 81t g
b <1 81t 34 « 1

A se mynit d'une structure multiplicative de la fagon sui-

vante :
Inl1 @ [pl = In + pl,

1'unité étant 1’'ohjet [0] = 4.
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L'objet [1] de la catégurié MUitiplicativa A se munit d’'une
structure de monoide ; en effet, [0] est un objet initial de
A et [1] est objet final, d'ol uhe unique fliche de la forme

g : [0}——==[11 2% une unique fleche de la formsa
m: (11 [1)}——=l1]

Faiéant trivialement de £f11, e, m} un moncide de A, noté plus

simplement :, .

Théaréme 1

Soient W= (U, @, I, a, 1. r) une cailgorie multiplicative
et o= (M, e, n) un monoide de M. e o
12 exdssn un wpique homomonphisme de catégordes mulZiplica-
tives . ' '
(F, ¢, do}t = A T U
My Pl
trans fonmant Lo monoide 1 en Lo monoide M.
At T
e théorame axhibe donc le caract2re universel du couple (4, 1].
Définissons tout d'abord le foncteur F sur les cbjets :

Filn]) =M@ ... &OH {n foncteurs).

En vertu d'une remarque précédente, paur définir F sur les
fléches, i1 suffit .de le définir sur les fldches de la forme

1 i
E_ et :
n M

F (si) est le composé suivant :
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FIN] =M@ ... BN@MNE cco B M

. . @ 177 o1 o
F I3 -11 “F e =1}

¥ '

M ... I QM @M & ... @ M

I EACIED I AT IN COPRE Y

N g

F [n + 11 =M@ ... OM @M Q MA ... M
tandis que F [ni) est le comppsé suivant
Flo] = M@ ... Q8MON® ... @M

R CARIE S LT I

Ffn ~1] = M@ ... 9N ® ... OM

L'édgulvalence naturelle ¢ est induite par les morphismes

dlgssociativité généralisée :

brml, o1 ¢ M @M =m" 7T

et @o n'est autre gue l'identitée sur I
¢ I+ I ——wF [O] = 1 = M°

[F. b, $o) est bien un hompmorphisme de cétéguries'multip1i~

catives transformant J en ﬂ\et gn cutre les trois ddnﬁitions

rF [1]

M

{F (e}

il
m

F (m)

u

.
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imposant la définition qul a é&ts donnée, d'oU l'unicite.

§ 4 : Applications & l'homologie.

ﬂoQo0090000000000000000060

Soient @ une catégorie et (T, &, u) un triple sur¥€ . on
sait que (T, &, u) est un monolde dans la catégorie multi-~
plicative E\E d'oll, en vertu du théordme précédent, 11

existe un.unilque homomorphisme de catégoriss multiplicatives

(F, 6, $o) : (4, }m-a-tfe, T)

1
o - P ey

trangformant 1 en T. Mais comme
. -

[

(A x¥2,8) = Hom (f_.fﬁ],

€., .
Hom .[A. € °) = Hom cat

cat Cat

cala fournlt vun nouveau fancteur
? :e —--wh-?_hgﬁ

gorrespondant de F par les bijectipns ci-dessus. FPour tout
objst de €, F (L) : Ae—m€ 5st un objet co-seami-simplicial

de 8§ .

En fait, la plupart des théories de l'homologie et de la co-=

homolagie peuvent s'cbtenir par un tel procédé,

Prenons l'exemple de la catégorie Keb des espaces tocpolo-
gigues pointés de Kelley et des applications continues res-
pectant les points de base. Elle sg munit d'une structure

de catégorie multiplicative au moyen de la somme

X »x Y

{x: x°}® [Y, yc;] =
(X x {yolW (xe x y)




1'unité tant le couple 2 = ({0, 1}, 0) o {0, 1} est munt
de la topologile discréte.

(Note : nous nous sommes restreints aux espaces de Kelley poyr

étre assureés de 1'asscciativité 3 un isomorphisme prag)

Le cnuple I = ([0, 11, 0} ob [0, 1) est 1'intervalle unité de
la droite réelle, muni de sa topologie hahituglie;:ést'un ma -
noide de Keh pour la multiplication habituelle des -nombres

réasls ; en effet !
(1) [0, 1] est compact et donc de Kelley.
(23 ({0, 1}, m—==>-(l0, 1], 0)
e (0) = 0 et e(1) = 1
e est trivialement continue
(3) ([0, 11, 0) @ ([0, 1], O)—Y ([0, 11, O

1% [‘é.‘ t] = Sut

u est correctemsnt définie car s x 0 = 0 X t = 0.

W est continue car la'multiplicatinn'das réels est continue.
te fait que I soit un monolide de Keb impligue gue le foncteur
I® - : Keb—a Keb

se munit d'une structure de triple (I, £, u) ol
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e € 1
. -‘EI(X:’" Xo) ¥ ;x, Xu} o 3\ ® (X. o ]..._.__._@..._.__;.. I ® (X, Xo)
a[x .x } .I: I @ I ® [xl X'Q.] —E—@;I ® {x‘ }(ol‘

Mais par ailleurs, le foncteur-d’oubli ) de Keb vers la cateé-

goris Ke des aépaces de Kelley admet un adjoint & gauche F

défini par

F (XY = (x & {x%}, *),

1 ®- CKeb# F — Ke

R

En notant n :'1’(8—:_._? BF at & : FUZ@?KEb les deux
transformations naturslles décrivant 1l'adjoncticn (F——-ﬁ o,

la situation précédente fournit un triple sur Ke ;

(W, (I ®-) o F, (MEF) o n, (UkukF)  (Ux(T @ -) *&%(1 ® -)% F)

’

F I @~ U
Kg ——— Keb = Keb «~————» Ke

1Ke____~_‘:‘,_=.-_—_~,,ur:_"’-—5_.-_—-__|?=>u° (tT® -) , F

7

# (IR~ )HE% (I~ YwF ey
N.u o(I@""]aFu W Q{IQ-}QFﬁpUa(I@‘]Q[Ia"]o!:zzpuot:[@‘]of:

d'ol, par le procédé indiqué précédemment. un foncteur
I : Ke —3 K&

Evalyant le fonecteur T en T on obtient
I(1):a—»Ke

[nl~~AT (I) (n) 3




-2 D

ot le lecteur remarquera aisément de f (I) (n} n’est rien
g'autre gue le simplexs d'ordre (n + 1). Dée lors, paur

tout espace de Kelley X :

Sn;* 1 [X]'F'HQng (I (13 (n), X3,
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CHAPITRE 3 .»

~

§ 1 : Actdion & gauche d’une catépgorie multiplicative.

4000C0OC00O0N0E0000COCLOOCGOORO0QO0QOORO0QOUBGOOOOO00D

Définition 7

Sodent W= (W, @, I, a, 1, r) une catégorie multipli-
cative et Q une catigorde. lUne action & gauche de %6
Aur @ est un Lrhiplet (B, a, A) oi

(1} 6 + U x @—— & eaAl un foncteun
{nous noferons GLU, A) = U A}

(2) o esit une Equivalence naturelle & trois variables

¢ )

u
o L [U1 AU} A U, [U2 A)

» A

U2

{3) X est une Zqgudivalence naturelle

AA:IA————“’—aa-A

(4) Les diagrammes des Lypes suivants sont commutatifs :




c‘ L -
((U1 ®U2]®U3] A ? [U1®U2)[U3 Al

b v

vy (WU, @ Uy) a) Tparmmmall (V, Uy A))

(Vg I) A =U(I A)

N

Citons quelques exemples de telles sctions a gauche,

¥
(1) Soient ¥ une catégorie et @ la catégorie multiplicative

Pl
des endofoncteurs de € . f”fopérs a8 pauche sur € au

P

moyen du foncteur d'eévaluation
.e\e.>< € — . ¢
(Fy ClAm—~s»F (0]

.{n, ) nc. o FIFf) = F'(F]) , N
(F', C')~~mpF' (L")

£
(2} Soient & et ¥ dsux catégories pt € 1 catégorie multi-




g
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plicative des endofonctsurs de G . f'f opBre a droite

sur ﬁﬁﬂ au moyen du foncteur de compositiaon :
B ' (33
‘Ef’x € s €
{F; GJ’-\J‘\MF o G

(n, n*) n ¥ n'

(F', G')rc~~F' o G

(3) Soit & une ‘catégorie possédant des sommes quelconques.
La catégorie multiplicative des ensembies munie du
produit cartésien opére & gauche sur & au maoyen du fonc-

teur somme :

Ens' 'x & —n &
(X, A) AcmCanr ~—J-—|— A
x € X "x
"avac'A* = A" pour tout élément x de X:
Si1 @ possiéde uniguement des sommes indexées par les car-
dinaux inférieurs & un cardinal a, ¢'est bien sir la caté-

gorie des ensesmbles de cardinal inférieyr & o '‘qul opére

de cette fagon sur @ .

{4¥ Reprencns 1*axemple ds 1a'catégorieimultiplicative f/D

a
cité au paragraphe II-2. f/D < O opére a gauche sur la
catégorie f/Cl : TAnAAs

€ €
f"oxo" /g——="/g




F x P
&
p, .al
pnfn ) 1
F P
3, 31 n
0]

§ 2 : Les modulss & gauche surm un menalde.

ﬂo0GDOPOOQQOOOOOQQODOOGUGGOQQOOOBQQ

DEfimitien 8

Soient 76 = (W, © 1, 2., 1. r) une catigondie mqﬂtipti—
cative opdrant & gauche sur une catigende @ au moyen
de (6, «, A} et M = (M, €, u) uk monoide de .

Un M-module 4 gauche de O esi un couple (A, E) ol

(1) A est un pbfet de &

(2) £ : MA— A ¢at un moaphisme de &
(appelé fLZche siructurellfe du module)

(3) Les diagrammes des fypes sufvants sont commuiatifs
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MM A—HA ~ MA IA i ~ MA
[+

.
M (MA) £ A £
ME A

Y Y

MA > A

£

Citons quelques exemples de modules se ratiachant aux exemples

d'actions & gauche cités au paragraphe précédent.

(1) Soit ¥ une gatégorie et‘ﬁ‘ﬁ la catégorie des endafoncteurs

——

de . Y2 € est multiplicative et opire & gauche sur G
tandis qu'un monoide de % v est un triple (T, e, u) sur ‘B .

Un I—mndule 4 gauche de § € est exactement une algébre sur

le triple T.

(2} Soient ¥ une catégorie et‘f‘g la catégorie multiplicative

des endofoncteurs de ¥ . Soit sncore (F, U, €, §)

Y ———— F—qu

L
uhe situation d'adianction. Le triple associé
T = {(UF, ¢,U8 F) est un monolde de f"g et'\f\e opere 2
e Ayt~ .~

gauche sur f’et. La foncteur U peut &tre muni d'une struc-

ture de T-module au moyen de la Tl2che structurelle Ve
L

(Vv Flu we = U .

[(3) Soient & une catégorie avec sommes infinies et Ens 1a caté-

gorie multiplicative desg ensembles munie du produit cartésien.
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Ens gpére & gauche sur & . Considérons un monoide

3=

= [M, €, p) de Ens [(c’est-&~dire un monoide au sens
habitusll. Munir un objet A de & d'une structure de

M=mpdule revient & se donner un morphisme de la forme
~e

MA = _l*L“ A 3 anta)
x €M

— am

vérifiant deux axiomes. Mais, par définition d'une
somme, cela revient & se donner, pour tout élément x

de M. un morphisme :

Ceci est encore équivalent & la donnse d'une applicatign
du type : '

£ : M—————*Hnm&[A, A).
Mais un monoide M &tant une catégorie & un seul objet,

une telle application £ peut &tre obtenue & partir d'un

foncteyr
E: Me—a
envoyant sur A l'unigue objet de M ; le caractére foano-

Fad
toriel de £ est équivalent du fait gue le morphisme

£ 1 MA—— A

carrespondant soit . la fléche structurelle d'unmg structure

de ﬂ:module sur A.




(4) Sogient € une catégorie avec limites gaunhes finies et
0 un objet de ¥ ; la catégorie multiplicative fVD i
op&re & gauche sur la catégoriae f/O. Notons

E. = {{3_, 38,), £, ul un monoide ds ﬁ; , o'east-a-~

n 1 7 x 0
o ] .
dire une catégorie interne 3 ¥ . Un §\~module & gauche

est un couple (p, E) ol

Jp ! P

sont deux morphismes de @ rendant commutatifs les dia-

F X Po—— P
-0

grammes suivants :

o x

o
\]
-

34

-
o x
T

T e (3 %
) .

A

0 x

dn tel 3 ~m0dule est appelé "préFalsceau interne sur 1la
catégnrza lnternew--.' Cett, dénominatlnn gst justifiée
de 1la maniére sulvanta : 'si¥ = Ens, interprétons Y comme

une petite catégorie ; on peut alors associer au modula

[ﬁ; £) un pféFaiséeau“r'SUr la catégorie J-: ;
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=+

B
—h
St

oy m £Ff)} {y} = £ (F., y).,

Réciproguement, si 7 :9 ———3 Ens est un prgfalsceau. on

définit :

{1 P = X €0 nix1

(2) p : P—> 0 est, la prajactiun'canpnique sur l'ensemhle
d'ipdlices

(83) E ¢t F X P—p
' ]

E(f, vy = & (f) [y}

et 1'on cohtient un § ~module (p. £).

Termimons ce paragraphe en décrivant la notion de morphisme ds

M-modules.
-\If-

Définition 8

Sﬁ&entf& anz.caxégoaie multiplicative et (G, o, X)
une oplration & gauche de U sur une catigonie & .
$4 o= (M, e, uw) est un monoide de % et A = (A, £),

A' = (A, &') deux ﬁ;moduzea_a gauche de @, un mok-
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-~

phisme de M-modufes & gauche de A vens A' est un mor-
phisme f : Aw——s=p' de & nendant commutatif Le diagram- I
me suivant :

MA nf s

o
Y

Nous notarons Mod [ﬂ] la caotégorie des ﬁ:madules & gauche de

Q 1
& . . |

(1) Dans 1la cas de la catégorie multiplicative € € opérant sur
¥ par évaluation, la catdégorie des modules sur un triple
;\est danec exactement la catégorie d'Eilenberg - Moore de

|
ce triple. _ : 1

(2) Dans le cas ol le monoide M est une ‘catégorie interne & ¥
et les deux M-modules des préfaisceaux internes, un mor-
phismo entre ces M-modules est une transformation naturelle
interne. En reprenant les notations utilisées antéricure-

ment pour cet exemple et en failsant 8 = Ens, un murphisma
f: (p, E}—»(p', £')

de J -modules fournit une transformation naturelle de la
manieére suivante :
-1 , =1
¥ X €0 Py P (X)— p (X} |

¥ e e £ {2 ), |
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$ 3 : Actlon & droite d’'une catégorie multiplicative.

ODOGD000000000R000GNNNUOC000000D0000RBD0GGOa00

BDefinition 10

Sodent % = (%, @ 1, a, 1, ) une catigorie multiplica-
tdve ot @ une catégordie. lUne action 2 droite de 16 sur
& est un trniplet (D, B8, p) ou

(11D : & x Wb ——n@ 25t un foneteur
(nous noterons 0 (A, U) = A U]

(2) 8 est une Zguivalence nafurelle & thois varniables

A (L{1”® thl

BA,U' (A U1)U2

"

2

{3} p esX une Zqudvalence natunrelle

H
A

(4) Les diagrammes des types suivants sont commutatifs :

(A U1]LJ2]iJ —= (A U1][lJ2 gy!)al

3

(A[U1 ® U2))U3

T Y .
A ([U1 & U2] QUSJ_}\T_’-A [U’I & {U2 & USJJ
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1A TIL —= A [ I @ W)

AL
Citons deux exemples de telles acgtions:
" {4) Soient & et X deux catégories., La catégoris .multiplicative
% .

X opére & droite sur & au moyen de la composition des

forncteurs :

E3 3’ X

€F, G)] m~~—~rvw—~a>F , G

(2} Le produit cartésien induit sur la catégorie Ens une struc-
: . . . *
ture multiplicative ; cette catégorie multiplicative Ens

agit 4 droite sur toute cotégorie @, admettant des preduits. f
¢
@ x Ens — G

(A, I)pVAderAI = A o -

T
ie1 "1

ol 1*'an‘'a posé pour tout i : A, = A.

§ 4 : Les modules a droite sur un monoide.

40Cca0RORORDOR0DODRRD0RRO080D00004000

Définition 11

Sodent U= (WU, ® 1, a, 1, r) une catBgonde muliiplfica-

Live oplrant & drodife sun une catfgordie Q au moyen de




(M, e, u ) un monoide da %, ln
m—moduia d drodife de @ est un couple (A, £) ol

(1) A 28t un obfef de &

A Me— A sl un moiphisme de Q.

(appefl fLéche stiuctunecltle du modile)

Par exemple

(3) Les diagrammes des Lypes suvivants sont commutatifs

selt (F,U, €, 8) une situation d'adjonction

. F ﬁ@—q .

e, V&8 F) gst un triplg sur % ,

c'east~a~dire un monaide

* “*
de & . et 2% cpére & droite sur a;x . F se munit d'une
Sy e,

structure de T-module décrite par (T, ¢

o B
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Définition 12

Soient U une catégorte multiplicaitve et (D, B, o)

une opZration & drodite de 26 sur une catigorie &, T
Si M= (M, &, u) est un monotde dedl el A = (A, £), |
Al (A', £') deux M-modufes & droife de &, un moA-

phisme de M-modules & drnoite de p vers A' est un mor-
phisme f : A———mA' de & nendant commutatif Le diagramme

]

sulvant :
AN f = A' M
A f S A
.Ncus noterons Mode’ [ﬂ) la catégorie des M-modules & droite
da & .
§ 5 : te produit tensoriel au-dessus d’un monolde.

00000 O0OC0O0UOCROICNOR0O000RCR0LOORRDODOGRDO0

Definition 13

Saieni:%&une catégondie muliiplicative opérant 4 gauche
sur & et & drodte sun B3 . .

Un accouplement de ces deux actions esi un triplet
(&, P, v} ot

A

(11 % est une catigorie possédant des cobgalisateuns

(23 2 : %) x Q@ ——=8 28t un foncteur
{nous notercns P (B, Al = B a A)




(3) y est une Equivalence naturelfe 2 nois vaniables

: UL
YB'U Al (2 U m A .ﬁ u.EU A

Définition 14

Dans ta situation de fa deéfinition 13, sodlent
M= (M, e, 8) un monolde de %, A = (A, E) un
n-modufe a gauche de @ et B = (8,8 ) un M-module
a dnoite de ®.

Le produit tensaniek de A et B au-dessus de M
est defini comme Ztant fe conoyau des deux mohr-
phismes € @ A et (BmE) o Yg, M. A

(B M) m A

e

Par sxamples

Ba (M,

(1) Avec las notations des définitions 13 et 14, faisons
U= &= @ = ‘? = Ab (gcatégorie des groupes abélieris) ;
prenons comme multiplication, comme actions & gauche et
3 droite et comme bifoncteur P le produit tensoriel habi-
tyel des groupes abéliens. Le monoids ﬂ_de Ab est donc
uri anneau unitaire, A un M-module & gauche et B un ﬂ;mudu*
le & dreite [au sens habituel) ; le produit tensoriel
B8 ﬁ A défini ci-dessus gst 1 produit tensoriel habituel

.

des mudules'& et H.
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(2) Soit la catégorie multiplicative Ens des_ensembles munie
~ du prodult cartésien ; Ens gopére & droite sur 2lle-méme.

Soit encgore 3 une catégorie avec limites inductives : Ens

P

'aﬁére a gauche sur X au meyen du foncteur "somme” {(cfr., § 1 -~

exemple 3), Fixons un monoide ﬂ de Ens, c'est*é—dire un
monuide_au_sens habituel ; le singleton se mgnit d'une
unigque structure de Eymodule 4 droite au moyen de 1'appli-
cation constants a

{#} x Me———a={w]},
Un M-module & gauche de X est un foncteur de la forme

F §: Meo—p X

(cfr. § 2 - exemple 3). Considérons alors l'accouplement

.décrit par le foncteur "somme”
Eng X K3 X
la produit tensoriel de F et du singleton est exactement

la limite inductive du fancteur F.

§ 8 : Application a la théorie des triples,.

DOODO0OoOOO0O0O0O0ORDOOOQODO00D0DCOQROOORDO00D0000

Considérons la situation suivante

) T
B e X
u' E'

F o7
. 3

ad T

(T, €, u} est un triple sur ¢, (F',U*', ¢’, 6°) une




sityation d’adjenction engendrant sur X un triple note

o= (T', gf.iu'] et & un foncteur tel gue QT , ¢ = U,

Notons ¢ : T===xT' la transformation naturelle définie

comma sult :

S s T.T , .
GTR =T o TETurrr = uTETuTer =222 e = utrr,

J et T' sont deux monoides dans la catégorie muyltiplicative
LR :

Qﬁtx_et ¢'est un calcul facile de remarquer que o ; T==nT'

@st un morphisme de monoldes, c'est-a-~dire que les deux dila-

grammes suivants commutent

£n reprenant les notations des définitions 13 et 14 congi~

- dérons alors -

*x
U est X% {catégorie multiplicative]l

(%) S
: {catégorie avec action & gauche)

Q& est X
*®
) est Q, {catégorie aves action & droite)

T
ﬁ? est GQ’{x )

X X

{accauplement])

P s G;x‘ (ﬁfr]——w& éL(*-T} est le foncteur de composition

M T fmaonoide]
- AP
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A est U T (module & gauche - cfr. § 2]

B est F°' (module & droite).

o,

Explicitons en quel sens F' est un i—madule & droite ; 1la

fleénche structurelle est

.

i ]
Er T Fo . FIT) = Fry p §1F F',

I1 a'agit bien 1la d'une structure de l~modu1e a4 dreite car
§'F' est une structure de T'-module & droite sur F' et o

un morphismse de monoldes.

Introduisons 1°'hypothése qua & posseéde des coégalisateurs

T
cela implique doneg que la catégorie @& (x ") patsé&de des co-

nayaux. MNotens alaors
v 2 F @ Ul X —— &
T

le produilt tensoriel des modules F' et UT

T (6'F'QF'H}*UT

F'T U

TagT

F*es b
Y gst l'adjoint & gauche de &. En effet :

(1)} paur tout ebjet A de &

F'y  8A ———p YOA
' T T § I
F'w "¢ oA

| i

F'T'UIA FIU!A

- t * lJ-'
F'TUbeR (6'F'sF'al A - T A

TA

f
!
|
|
'
!
1
!
\
A
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' ' rTT'an L) YY)
' p o §'eiyep o FIU G OFPUTA o FrTe'U’A

T.T -

Fruts! Fruls oF A o F'Te'U'A

8
o2
[+]

A Q

Frutslen , BTy s

1]
On
-
-]

A © F'Te'Uu'A

T =
Fru' st an

]
T
-
o

T.T

6'R ggalisa (§'F' , Fia)W'A gt F*U 6§

factorise de manidre unique en un morphisme TA a tra=

3A et donc se

~vers le cnégalisateur ¥ ¢ A : geci fournit une trans-

formation natarelle

SEEEEYS
Qs

£} de 2E T an a un morphisme

Pour tout objet IX,

U{XP £) : (%, E} ——= & $I(X, E]

f s - T -, s
défini par le fait que U o est 1a composé suivant

{X., £

4.1
X o
X —EA e T STV = U'FCU X, E)

Uropix, E; U eix, E)

qui es5t bien un morphisme dfalgebres, car

Te

T ¥ (X, E} o TW" ¢ (X, ) 4 Tax o ¥

(X, E) o UTS OF'X o TW 6 &F*X o TTe®

"
-
[

x o TEy

x o TE'y

T
LA
=

(X, E) o UT6 8F'X o TU'6 0F'X o Te,

UT6ToF'X o Te'y o TE o &

X X

Gxoﬁxogi
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egla induit une transformation naturelle

a1 1 _TTERg oy
o T

(3) T et ¢ sont les deux transformaticns naturelles déorivant

ltadjonction entre 9 et ¥, ' 5

Les raisonnoments développés dans ce paragraphe ont donc permis

4

d'étahlir un eritérs intdressant dfexistence de fonctsur ad-

ﬁdint .

Théorems 2

Soient T un iaipﬁe sun une catigordie 25, & une catigondie
g ¢

av oo @.g Teuns of

un fonctfeun,
Une condifion nlcedsaine et suffisante pour que o

t :
admetie, un adjoint & gawche estl que el e adm tfe
) un adfoint & gauche. '
¢ T
R e X
A
uT e B FT L}T

§ 7 : Construction des monofdes abéliens lihres,

CQoOooenOO0OOORORoOCEOORONRRODOROODOORDO0OROD

Seit ¢ une catégerie avac des sommes infinies et des produits




finis gt telle en outre gque le produit commute aux limites
inductives. £ , munie du pradult, est donc multiplicative.
Notons Mab {21 la catégoris das monoides abéligns de €
et { le fancteur d’oubli

Ui Mab (%) ~eeemim 3

(M, £: plresmsr,

Etant donné les hypothéses faltes sur €, ce foncteur U admet

un adjoint & gauvuche noté Exp

Fxp : & ———» Mab (3£)

n

Xesomom (L X s Eys ux].
n N nit
xN
Définissons tout d'aberd 1l'objet —— ; nous nous inspiraons poup
n!

ce faire de l’exemple 2 du paragraphe 5. La catégorie multipii-
cative des enggmblas, munie du produit cartésien, op2re a droite
sur elle-m8me et & gauche sur X , au moyen du foncteur samme ;
gn autre, ce foncteur 5uhme décrit un accouplement ds Ens et

de % & valeurs dans 2% :

Eng % 26 —— ¥,
Choisissons comme monoide e groupe symétrique & n lettras
9, ¢ on salt gue le singleton est un cn—modula &4 droite au
moyen de l'application constante tandis qu'un cn—mcdule a

gauche est un foncteur




-

nous choisissons le foncteur envoyant 1'unique objet de i
sur X7 et toute permutation & n éléments sur le morphisme
de X" vers X" correspondant & la permutation choisie des

facteurs du produit, t'objet XL est alors par définition

n!
le produit tensoriel du singleton et de F. (Remarquons que
g a n! éléements].
><l"l
L.e neutre €y ! 1 l—L -~ n'est rien d'avtre que l'injec-
n€N  nt
X0
tion d'indice 0 dams la samma, car—57 = 1.
x"
Munissons encore 41 A d'une multiplication.
nélN  n!
I1 faut construire un morphisme
p q " n
0 SSRVA  FD S S SN T W
pEN p! qéN g néN  n!

ce qui revient, vu les hypothéses, & construire un morphisme

4L K XY L X

{p, gl€N x N p! aq! n€N n!

11 nous suffira pour ce faire de construire des morphismes

du type

R _ xP*a
gl ql (p+agll

Or 1 groupe cp X Uq opére de maniére &vidente sur xP*9 et

le produit tensoriel correspondant est




vu la commutatian du produ1t avec les conoyaux ; en outre,
11 existe uns 1nc1u¢ion évidente de Up X O danslcp-$ q 3
cela fournit donc 1e diagramme commutatif givant ol les

" fieches horizontales sont celles apparaissant dans la dé-
finition du produill #snscriel :

prQe—e PTa9__

{
GD * oq} m X

i/a i

A i A T T e

‘|
1
I
?.
+9

¥R ——n

}(

LS ¥ xPra
d*an 1'unigue fachtorisation cherchée de —— X wars .
Pl gl {prgd!

lang calcul de routine de veérifier que

5’ uX}

a
{u -ﬁ—w-—-‘ F‘J

nel nt

est un monoide abélien libre de % et gue le fonctgur Exp est

gien 1l'adjioint & gauche du foncteur U .
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- CHAPITRE 4

—4 5

REATRE D@

Les W -catégories.,

STERARAOP S SIS oo

§ 1 : Les %U ~patégarinas,

DLV 0ANQONDOIO00

Befinition 15§

Sodit %= (W, p, I, a, 1, 1) une eatégondic mulitiplica-
five., lUne ?ﬁ—aatﬁgonie edt un quadruples

&= tlel.a, u n
o
(13 || est un enstemble d'objets
(2) @& : Q) x |Ql—w @b (W) est une éppﬁiaazion
{33 pour Lows lLéments A, 8, C de | &

u & (A, B) @ @A, Cl—> Q& (A, C)

A, H, C

est un monphisme de 7,

(4) pour Louf eld3ment A de |&]

n IT——ats @Q(A, A)

esl un morphisme de U




4G -

(51 Les diagrammes des ZLypes sufvants sont commutalifs :

[@(A, B) @?[E, il ®@alc, 0)—2 21 o A, ) e elc, D)
I :
a(A, BY @ [Q(8, C) @ &(c, D)1} B
160 u i
H ~|r‘
&lA, B) @&((B, D) " e 9.{_;\, i)
1O ng '
r U
Q..
I & &iA, B)
na &1 _ | _ 1
b
a. (A, AY @ G&(A, B) . =~ @ (A, B)

Citons guelques exemples de telles situations
{1} si IEL| est un singleton, @ (A, A) ast un monofide de %W

(2) si % = Ensg, 195@& ~catégeries sont les petites catégaries

au sens habituel

{(3) si % = @b, les Eﬁ-catégories sopt les catégories pré-

additives,
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Proppsition 3

Seit o = (F, ¢, ¢a) un moiphisme de cailgordes multi-
plicatives de % vens ', ¢ transforme toute % -
catégorie en une ¥ -catigonde.

3oit fic = (|9/_|.&, . n) une ?ﬁ-catégnrie.

Pmsons

ICI)*Q/l = 1@1!

(2) (G*ﬁLE (A, B) F &.(A, B]

{3) ¢* k g5t construit eomme suit

&, M
_ s M
[tb*&-] tA, BY @ [(13*@,] (B, Cl——pe [¢*&] (A, C1

| -

F&i{a, B @ F&(a, ©) F&C(A, C)

\/

F (&(A, BY @ &(g, C))

(4) ¢* n est cnnstfuit comme suit

@k n
I .—-(@*Gl} (A, A}
bo : ' I
Y
FI - =~ F &{A, A)
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En particulisr le morphizme

HquG{I.*w] s W e Ens

transforme toute Zﬁ—catégorie gn ung Ens~catégorie, c'esi-3-
dire une petite catégnrie au sens habituel ; cette dernifirg

mst appelée "catépgorie sous-jacente 4 la U -catépgorie”,

Dafinition 18

Soient U une catigorie mulfiplicative et @& , @' deux
?&—aat@go&ieé. in %geéoncieum de @ o vens &' esl un

couple (F, f) ol
(11 F ; | f——— | @] 24 unc appﬁicaiiom
1

{21 pour. tous obfets A, B de |8

fa g BA, Bl— @ £F5,_ FB)

eaxr un wmoaphisme de %

{2} Les diagrammes sulvants commutont

@ (A, 8) ®» @B, c)——H = @ (A, C)

forf | £

b
o' fFA, FB) p @' (FB, FC)f“‘T?‘GL‘ (FA,. FCI

o (FA, FA)
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DEéfinitian 17

Sodient U une catfigondie muliiplicative, & , &' deux
E?—catégo&iaé et (F, f3, (6, g) deux 26-4oncteurs
de @ verns &', Une Y -transformation naturelle de

(F, £ vers (B, gl est La donnie, pour Tous objets

A, B8 de |& |, d'un moaphisme de %W

A3

Crewdant commutatdifs Les deux diagrammes
@A, B) @ A(B, C)——"88_ . 51 (Fa,
]
u
\
@ (A, C) = = @' {FA,

Q (A, B) ® @ (B, )

Y
5

®& (A, )
Théoréme__fj

Soit U une catfgonie multiplicative.

Les WU -catigonies, U -foncteurns et WU -trhansformations

naturelles constituent une ?-catiéqonde,

[FA,-

sudvants

FEl & &' (F3, GC}

GC1

GB! ® @' (gB, gC}

GC)

netie Cat (W),
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§ 2 : Les U ~categories libras.

G000 DODORYQOORRO9DUODOD

Définition 18

Une catigonic muliipficative U est dite bicn camplite
Ny
a droite 84 .

(1)%% rat complite A drolite
(2) Lo bifoncteur ® commute aux Limites Lnductives.

Etant donné uné catégcrie~mu1tiplipative ’% . un ?,M{:—'type de

diagramme est un couple flfl)l,@] ot
(1] |°®[ a5t un ensemble

(2) pour tous ohiets C, 0 de ]‘9)’, @[C, DY est un abjet de
2 .

Si (lé)'[.m@'} gst un autre %~type de diagramme, un mgorphisnme
de (|@|.:D] vers (1@’[,3'] est un couple (F, f] ad

(1} F : |® |—~—b|$'| est une application,
(2} Pour tous ohjets C, O de ];DI

est un morphisme de %,

Nous obtenons de la sorte la catégorie Typ (%) des '}(.*types

de diagrammes.
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Théoréme 4 .

Soit WUune catigonie muliiplicative bien complite
droite. Le foncteur d'oubli

U Cat (W)—=Typ (W)
admet un adjoini & gauche F.

Soit é?ﬂ [1€D|. ﬁ)] un W-type de diagramme.

+ .
Notons Jﬁo (|€D|] l1'ensemble obtenu en privant le maonolide
libre engendré par ]ED| de son £lément neutre (la suite
vide). Construisons encore l’applicatian

¢ :y@.: [|5D|}———a49b (W)

(s1 D € |59|, » (D) = 1

lai Dy eve D Gg/(:: f|@|] avec n > 1

L e, ... =D, 000 ... 0 Do,

Nous sammes maintermant en mesure de défipnir F [é})

(1) |F ] = | D
L

(2) F (D) (p, 0*) = 6 (m)
- méKe (D]
an (m].= D
a {m) = 0°

1

ol 3, et 31 désignent respectivement les applications

"source” et "but".

D

ne
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SIS _
£3) F [:@J (D4, 0, ®F {2{\)3 (0,, DgleF @J [31

u -
Bq» Oy Dy

en vertu des hypothgses, 11 faut définir un morphisme du

type

ELJ; ¢ (m) @ & (n)]ee—— %}é}(p}

aveec oo (ml = D1, 3, (m) = 34 (n) = 02’ 31 (nl = D3
Qo [D ) = D
- Mais pour m et n fixés,

2(nl @ o(nt =0(D. B,) @ ... @.@(ﬁi, DZ)-@)@iDQ. 0,0 8 ...

est un des fagteurs de la somme ﬁi‘ b (p}, d'od u est
simplement l'unigue morphisme rendant commutatifs les

diagrammes

. —rﬂ—l—ﬁ [6 (m) @ & (n))— M o Jé-‘l’ (p]
' A

o [m} ® ¢ (n]

o] les flaches notées s sont les injections canmonigues.

{4) ng ¢ o [ [E?] {0, D) est 1'injection canonigue de

® (D) = I dans la somme F {EQ ) (D, D).
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. On remargue alers aisément gue pour toute %&~catégnrief} an

a das'bijectiuns naturellss en E%:

Hom [Eé) (F [g)],ﬁ%] % Hopm

Cat ﬁJ

typ (%) R

d'od l'application F s’étend en un foncteur
F o oTyp (%)—s cat (%)
adjoint & gauche rde U .

En particulier 51Q& est close, tout objet X de U engendre un
“type de diagramme trivial ayant le singleton {X} comme ensemble
d'objets st tel que “ix, ®x) = Wx, X1, La Té-categorie F (X)

engendrée est telle nue

) n
Foax) x, x1 = 4 @ x)
n€M

o'est-a-dirs que F (X) (X, X} est le monoide libre engendré par
x- ) - .- I . - - : | i

Nous allgns maintenant chercher & construlre un adjeint & gauche

G et un adjoint & droite O au foncteur d'oubli [(foncteur "objets”
©b : cat (UW)—— Ens

(& &, u, Plan~>|G],

m
3
fizy

Rappelans gue dans 1le c¢as oﬁfﬁ =

{1) DE est la catégorije posgédant £ pour gnsemble d’'objets et

une seule fl@che de chaque objet vers chaque autre.

{2} GE est la catégorie discréte sur E, c'est~3-dire gelle pos-

sédant E comme ensemble d'obiets ek n'ayant comme fléches

que les identités.
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En outre le foncteur -G admat lui-mdme un adjoint & gauche
C, a savoir le foncteur qui'5 une catégerie Xﬁaséudie'l'en~

semble des composantes connexss de X .

Cat

=f Ens
C —if G i Ob —]B.

Cés propridtés se généralisent comme sult dans le cadre re-

latif «

Théaréme 5

Si La catigondie multiplicative %onabéde un cbfet 54&&& 1,
2e' foncteur Ob : Cat [Wle— wEns admet un adjoint @ drnoite
0 : Engs——=cCat (%} injectif et pledin fef qtia |

0b ., D = 1

Ehs
3i E est un enssmble, nous géfinissons
(13 |pE} = €

(21 si e, et lesont deux .6léments de E

B, = 1.

DE (e 2

/f’

Dés 1ars; les morphismes de composition 1 @ 1—-—5 1 at les

marphismes neutres I » 1 sont évidents, Il est alars im-
meédiat que D s’'agence en un foncteur vérifiant les conditions

annoncées,
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Thépréme 8

Si La catéigonie muliiplicative % posside un objet
indifal 0, Le foncteur Qb : Cat [ U ) e Ens admet
un adfoint & gduche G : Ens ——mCat (W) injectif
et plein , Zel que Ob , 6 = 1

Ens”
31 E est up ensemble, nous définissons
(1) |[GE]| . E
{2} si e est un élément de E,

GE (e, &) = I

si ®, 8t e, sont deux éléments distincts da E

GE [91. 92] =0

(3} sd &yr 85, B4 sont trois &léments de E
i o GE (eq, e, @ GE (e,, 84)—> GE (e, 53]

a :+ ai e, # &, ou e, # I GE [81,-82] @iGE_[ez. 83) = 0

et u est définie trivialement
b : 84 g, = g_ = €ys M t I @I ——1
est 1'isomorphisme canonique.

(4) si & est un élément de E,

n ¢ I-~—2>BE (@, e) = I

est le morphisme identitéd.
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A nouveau, 11 est clair que G s'agence an un foancteur véri-

fiant les condltions indiguées.

On remarquers que G n'admet généralement pas d'adjoint 3
gauche. En effet, si % = Ab, G ne commute pas aux limites
4 gauche (et donc n'admet pas d'adjoint a gauchel) car si

E est un gnsemble et e un &iément de E

it

I{GE x GEYX([g, o1, (2, B)] GF (e, g) x GE (e, &) =

n
ol

lG (E x EJ((a, ), {2, &}))
Théoréme 7

S4 La catéigonie multiplicative W esl bien complife &
droite, Le foncteur d'oubli cat (W) rCat, associant
a une TW-catigondie sa catigonrie sous-jfacente, admetl un
adfoint 4 gauche,

Nous allons déduire ce résultat de la construction plus géné-
rale suivante, Soient & une @&-catégorie et X une petite ca-

tégorie ; construispns une nouvells U~-catégorie notée G [ X ]

(1) &[] =& | xob (3%)

X, }) = ALl A A

(2) Q& [ J(tA,, X.), (A,
- LA 2" 2 g€Hom(X,, X,)

2
X001 ® Q& [HTC(A,, X,), (Ay, Xq

T~

QIAICA,, X, ), (A X,

(3) u : €L[f£][fﬂ1. X13, [AZ,

peut se défimir, vu les hypothdses, comme &étant un mor-

phiame du type




~G7 =

cwe A Qa, 4y) @@LA, L Q) 1L Aca,,
£1€H0mix1. Xy) EGHQm(X1. Ky
§2€ﬂop{x2{_xa]

8t ce dernier n’est rien d'autre que 1’unigue factorisatian

@ travars les sommes des morphismes
worRAL, Ay @ QA A ) QLA AL
(4) le morphisme
AL b I @ [XJCLA, XD, (A, X))

n'est rien d'autre gue 1le composa

- 5

n 1
i YOV S P S I TP SR
S S ) CE€Hom(X, X)
o 5, est 1'injection cancnigue d'indice 1X.

Particularisans maintenant la construction précédsnte &n choisis-

sant copmme %gﬂcatégorie ie monoide I

9] = =)

Yl ) = I,
L'adjoint cherché n'est rien d'autre alors que
}z f 1 C;tm-——;numa; Cat'{ié]

3% ;urﬂufxz\a-g\[ﬁé]_f

i1 est gn effet immédiat que ¥ [%] vérifie la proprists uni-

verselle souhaités, d'of § [ ] s'étend bien en un fonctaur
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adjcinf-é gauche du foncteur d'oubli de Cat f%&)-bers Cat.

Dans le cas particutier ot % = @b, @ a un seul objet

(= .un anneau) Bt 3 a un seul objet (= un monoidel, 1la
5catégorie'§,f3€] est l'algiébre du ﬁcnnbdeJE 4 codfficlents
dans l'anneau ® . QOonc sid =N aveg 1'addition comme loi
de composition, @ [M] est l'annsau des polynfmes sur@ a

une indéterminéde.

§ 3 : Propriétés de complétion de Cat (291.

quooaunqooanaoooooooo'ooobuoobooanaqo

Theéorame 8

(S L catigorie multiphicative % est complite & gauche,
Cat (:Lﬁl est Zgalement complite a4 gauche.

Soit (&}, gne famllle de 2£vcatégmries.

Notons @& = - 7 @, leur produit défini comma sylt’
Lty i € I Fasl A
(1) |Q@| = = ;ail
i €1

(23 QI{Ai}i ¢ I.Eﬁi}i ¢ I}= T Qi (Ai, Ail

(3) w = QLA (A1) @ Q(r_n-i). (A7) = Q((Ay), (A})]

est 1'unigue fagtorisation rendant commuytatif le disgramme

suivant
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T @, (A, AT ® 1 @, (Al, A') —ts T @, (A,, A")
161 i i 1 €1 i i i i €T i i i
P; © Py J Py

R v
Q; (A, A1 ® Q,l (AL, A2} - @y (A, AY)
{4) n I~————4m€3[(ﬂi]. {Ai]] gst l'unigue morphisme rendant

commutatif le diagramme

Ceci montre dnnc que Cat-f%?} a des produits. Cat [%ﬁ] a
ggalement des Bdgalisateurs car si (F, ¥} st {56, g) sont

deux ™ -fonciaurs :

{F, fJ

{G, g}

on déFinitEi comme suit

(13 1@ = {aAlAa € |@] et FA = GA}

{2) si A et B sont rdeux nbjets de &

i
>
~~
T
=
-
m

it

@' (GA, GB)

@A, Ble——s®(A, B)




Q(A, B} g5t 1'sgalisateur de FA, a et de gA; B

(3) 1 est obtenus par unique factorisation

.F

g

=1
=
g =y

— ' f
&(A, C) ———s @(A, C)

(4) de mBme gue n

I
!
1
[
{
v

Q(A, Al QA A) mu— T FA)

Théoréme 9

S4i La catfgonie multiplicative b est bien complite 2
drnoite, Cat (%) est complete a droite,

Soit (gi}w‘ ¢ 1 Yne famille ds 16 -catégories.

est définis comme suit

@Q(A, B) @ Q(B, c)—=Q(A, B) @ &(B, C)—> @' (FA, FB) @8(ra, Fo
| .
|
]
|
¥

}




£2) &(a,, ALY =
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[Dsiii‘j

-1

Q : oL
5 1 1 (Al’ Pli} 53 4 NE

AK] ;

{3) v : G!,(rt\i. A__']) ) @,(AE’.. A;]-—w—b- @[Ai,

si 1 # J ou j# k, pest définie trivialement ;
si 1 = § = K, u=s u

(4 n ¢ I —pm &{Ai, Ai] = &i (Ai, A)d

est simplement g

Cat {!ﬁl admet donc des sommes dés gue 6 admet un objet initial
avee lequel 1 fonecteur @ commute. Veyons maintenant gue, seous

les hypothéses du théorame, Cat (%) admet des coégalisateurs.

Solent (F, f) st (B, g) deux % -foncteurs

(F,

& Ri--mes 8

Fa

(G, g)
K%

o 1a relation d'éguivalence est engendrée par
vA € |en| FA = GA

(2} soient B et C deux objets de @ ' ; Q ([B], [C]} est
défini par le conayau ci-dessous
I '
X > X'—= 0 ([B]. ICD

2,

od X, X', 3,, 31 sont définis comme suit :
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x -l @' (8, 0, a0 @QMAL, AJ] ® @ (8, Ajs ay AY)

@GAAZ, ALl ® «as Q a' (B 4 Al 4r o AL)
© &, A)EG a8 AL C)

cette somme définissant X étant calculéde sur toutes les

ar Bpe eee Boe Age s A AL AR

ol les o, et les Bi sont solt F, soit G et 1es Ai, Ai

suites [m1, vew O

dans objets de |9L|
' =.LL ] ' |
X . & [B, q1 A1} @ Qf [B,‘ A1’ 02 !oizl B8 a0

v @@t (B 4 ALy, 8 An] @ &' (8 An..Cj

setts somme définissant X' étant calculée sur toutes les

G Bya oeee By

e Ags e An] ol les a. et
las Bi sont soglf F, soit G et les Ai des queﬁs de 16&[

suites (aq, cee O

3, est l'unique factorisatiom entre les ‘sgmmes carrespondant

4 la Famille de morphismes

@' (8, o, A, & QLA AP O

1

" e

@' (B, o, A,) @ ..

11

34 est l'unigue factorisation entre les sommes correspondant

4 la famille de morphismes
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@' (8.« A @ QAL ALY @ @ (8, AL o, A) @ ...

108, 81T® ...
& [B,_a1 A1]:® o’ f81 Aq. B1 Ai) e a/ (81 Ai,:az Azlta .o
13 u'
&' [Bﬁ a1 A23 & Q' [81 Hq, a2 AZJ 2 ..

On remarquera gue les théordmes & et 9 donnent des ecpnditionsg
suffisantes pour gue Cat (%) soit complate a gauche ou A
droite, mais ces conditions ne sont pas récessairas comme le

prouve l'exemple suivant.

Notons T la catégorie discréte & deux objets,notés O et 1. 6 se
munit comms suit d'une structure multiplicative %admettant 1

comme unitcé

\é{‘.

@: WU © U ——— U

o & 1

i1

10 =0@®D0 =0

i
=

101
S1 @ est une %Q“catégorie,

(1} il existe un morphisme My 1o @ (X, X] pour tout objet

¥ de |l =t donc &(X, X} = 4.

{2) i1 existe un morphisme

& X, Y} @ QLlY, X)—= G (X, X)
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pour ‘taus objets X, Y de |&| ; comme @& (X, X) = 1,
& (X, Y} o &Y, X) = 1 et done QG {X, Y) = 1,

Ceci montre gque sur tout ensemble ]@ﬂ d’objets il existe une
unigue structure de % -catégorie définie par & (X, Y) = 1 pour
tous objets X et Y. En d'asutres termes, on a un isocmorphisme
de catégories entre Cat (3&] et la catégoris des ensembles, ce
gul prouve gue Cat {Zﬁl est compléte & gauche et & droite. Or
A n'est compléte ni & gauche ni a droite, car O+ 1 et 0 x 1

n'existent pas.

§ 4 ¢ Produit tensoriel de 2% -«catégories. o

000NN 0NBOBBOGO0000D0D0ODORDNGOHGA

Théoréme 10

SL W est une catigonde mulitiplicative symitnique, £La
catigonie duale de toute W% -catigorie existe.

Soit & une W -catégorie.
(1) ja™] - jea]

y .
(2) @ (X, Y} = & (v, X}

(2) w* s a®x, vv g &¥y, 72— e™(x, 2)
c'est=-a-dire

¥e

ko ALY, X1 @ &u(z, Ylm—me=Qlz, X
est le composé suivant

@iy, Xx) @ @z, v) = Q(z, Y} ® @Y, X)—ts Q(7, x)
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(4}-n’: T oim @ (X, X) = (X, X)
* -
ﬂx = T'!x.

Théordme 11

r
. SLYest uhe.caté_go&i_e muﬂzipzigaziua syméinique, Le
- produdt tensoriel de deux U.cazigonies existe.

Soit & st @ ' deux % -catégories.
() [Qe &= lelxla

ALY = @A, AL) ®@ Q' (A, A)

(2) Qe Q') A,, ALY, (A,, A} e AL
3 g_a;®_6.'3{__t51, Al Ay A @ Q@& 1A, ALY, (A,. AL))
W
(Qe Q1A A1), (A, AL1)
gst le ﬁomposé suivant
Q (AL, ALY @ & (AL AS) © (A, A) @ &' (A5, AL)
R |
QA Ay @ QLA Ayl ® @ (ar, A1 @ @ (A), AL)
J u g
@ (A, A 0 & (A;, AL)
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{4) n Tos= (B @ @Q'II(A, A'), (A, A')) est le

(A, A"}

comppse suivent

Ra & n'A. :
I =181 - : : = @Q(A, A) & Q' tA’, A'),

En particulier, sifb est symétrique et hien compléte a droite
EL [Xx1 =a®§ [X1 (ecfr. théordme 7).

§ 5 : Laractere fermég de Cat (ggl.

00QA 0000000000 ACOODOOOOB00

Théaorame 12

3L % est une catigonie multiplicative symétndique, elose
et complite & gauche, Cat (%) est dgalement une catéd-

agorie mulidiplicative symétrique close ot complite &
gauche.,

En vertu des théorémes 8 et 11, 11 reste & voir le earactérs

clos de Cat (2%6). Constryisons done un bifoncteur

cat (260" x Cot (%)——s Cat (74)

23
(@, 4 ") ~ee~ee Q2

(1) [(9«,'&! = {[F, ) g e ﬁ.’| {F, f] est un'}ﬁﬂfoncteur}

: | o
(23 si (F, ) at (G, g} sont deux objets de fat 1.
g,'@' ((F, f), (B, g)}

est défini comme &tant 1'égalisateur ci-dsssous




~R7 -

da
@ F. £, (6, g))m—nT a’[FA,GM“;‘“‘"Tr Wl&(A,B),a (FA,GB)
Aclal 1 A,BE|@]

ol 3, et 31 sont définis comme suit

Iaux deux morphismas
Q' (FA,GA} ® (A.8)——2 Puq@ (FA,GA) ® &'(GA,BB}——M‘#-'—*QJ{FA,GB]
@' (Fe,c8) @ A(A, 8125 g (F5,68) ® @ (FA.FB)
1S
Q! (FA,FB) @ @ (FB,GB)—" = @’ (FA,0B)

corregspondent, vu le caractére clqs'de }E, deux morphismas

d, et d1 3 34 8t 31 sont alers les uniques morphismes ren-

gant commutatifs les deux diagrammes ci-apras

Q' (FA, GA) —— = 1 Wl&(A, B), &' (FA, GB)

=
o
3

@' (FA, GA} . : -~ W(& (A, B), Q' (FA, GB}1}

d,
i

Le reste de la démonstration sst alors un galcul de routine.

Carollaire

S4 % est une catégonde multiplicative symbirique, elose,

complite a4 gauche et bien complite 4 droite et &4 @ esd
une e -caidgonde, Lo fonetoun

Cat (@f)'"-————h Cat

Q.
ﬁw:{b




admet pour adfoint 2 gauche Le {foncteurn - - =

Cat — » Cat [ %)
% - @[]

“mar ":HD'mCatr U (g' (%3, 5 = .Homcat [‘E’)[ Qe TIixl. ™)

L a
Home o g6y (T 1261 @ &, 5) = Homy (gﬁ]-i'}[x].-ﬂ )

&
Hom_ . (x, 8.
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CHAPITRE 5 1:

§ 1 ; Les catégofiestb-complétas.

OO0 0CO0NO0O00QADD00Q00000G0S

Dans ce paragraphe, les 2§~catégor195.snnt supposées posséder

une classe d’objets st non Hécessairement un ensemble d'objets.

Définition 19°

Sodent %ﬁune b.a:(:égo!r.i.e. mulitiplicative blen complfdie &
droite et @ une UW-catigonde. G est dife U -complize
4 droite sL |

(1) La catlgorie Aous-jacente & @ edt admpﬁéie a dnotie

(2) YU € |%] vA € |[&) 3UO A €

€| telf que
.Hom& (U @ A, B) = Hom, (U, & (a, B))

et ce de mantidre naturelle en U, A, B,

Definition 20

Sodent Y une catigondie mulitiplicetive complife & gauche
A0

et Qune % catigonie, Q est dite b -complite 2 gouche

oi -

(1) La cafigorie sous-jfacente & © est complate A4 gauche
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(27 YU ¢ | % vAE |l aa’ ¢ 1@ for oue

v

Hom (8, A~ ) = Hom (L, & (B, A))

O
et ce de maniZre naturelle en U, A, B,

Citons guelques exemples de telles situétions

{1) s=si %&= Ens (aveg comme multiplication 1a produit cartésien)

Ia.— U@A?J—LK car

ué U

Hom (JMJ- A, B} = ) Hom (A, B)

ut'v u€U Q
| = HDmEns (i, Homsi (A, B}

h - 'AU = q A car

u€y

H . T Al = .
Qm@l (8 LEU 1 UEL’ quél (B, Al
& HumEnS (L}, Hom (B, A)]

d'od dans ce cas, la complétion est gguivalente & 1la

% ~camplétion

{21} si%{, = i!_:\ [a\}ec comme multiplication le produit tensoriel),
taut objet U de Ab peut s'éerire comme quotient de deux

groupes ab&liens libres

My z”‘g] )

8
Z{U)
dés lors si A 28t un objet d'une ﬂE—catégorie.

a- \J®A est défini par ls conoyau suivant




4L p e il A Y ® A

ce gui a bien un 38BRS puisgue f astjprasque partout nulle.

3

Ztul | Y J

ol 3, est induit par l'application SU- existant entre

les aneembles d'indices, tandis gue 31 est l'unique

factorisation entre les sommes de la famille suivante
de morphismes df : pour tout élément f de ?(U]. c'gst-
4-dirse pour toute application f =U~¥“—r2 presque par-

tout nulle, considérons les injections canonigues,

=
u
A¥- r # O A

pour tout élément u de {) d%-ast alors la sommg suivante

gy =

p 5;~F[u}rsu

dg + A %Eﬂ

AY gst défini par 1'égalisateur suivent

v e
AT—-)-_TF P\ ™ A
u 3, Z[uJ

oft 3, =st l'unigue factorisation entre les produits cores

mespondantla la famille de'projectiqns

p I A——-w—enh.

5u {f) u :

L . . B ' - {U} . . , .-
pour tout élément f de 2_ , tandis que 31 est 1tuniqus

fagtorisation correspondant a 1a-¥amille qf de merphismas

définie comme suit

a; = 5 f[u].pu
qf : E A-—a—Af i
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ol p :'E'A_ﬂ__i A désigne la. projection d'indice u.

(3) Sifig‘véri?ie les hypothéses du corollaire du théoréme 12,
Cat (W) est Cat-compléts 3 gauche et & droite

ol Ty

X o Q-2 Ix]

(9,36' . .@_.F(J._[BE.} |

§ 2 : Les extensions de Kan [cas habituel).

. OGODOOGAOOOQODO0O00GDQL0000DH000Q000B0

Rappelans que si él,‘gb,‘ﬁ sont trois catégorias et f, g deux

foncteurs

B -
- — o
-

.i;exfénsidn de Kén a drﬁité de g par ¥ sst la donnée d'un couple
{k, n} pQ k : G}éuu——aﬁﬁ est un Foncteur et ﬁ'} g =k £ une
transformation naturelle, le couple {(k, nl éﬁaht universel pour
cette propriété. Eﬁ‘d'éutfés termes, l'extension de Kan 3

_dtuite de ¢ par ¥ est un foncteur k :gﬁ—wf——aﬁe tel que, pour

tout foncteur h P e €
Nat (g, h o f) = Nat (k. h)

ces bijections étanmt naturelles en.h.
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Le théoréme de Kan indlque gue si & est patite ot ¢ compléte

& draite, 1l'extension k exists.

les exemples d'extensions ds Kan sont nombreux:

(1) si F est adjoint 38 pauchs de G

G

Q 5

6 st l'extension de Kan & droite de l1'identitd par F

Q L .3

{2) considérons la situation suivante

Y

” -
A ——e Nat {A, Ensg) = A

I A
il
ty 1
It
11e ;:
Top

1

ol Y est la plongement de Yoneda et
g {[n}) = An = n=gimplexe.

L'’extension 2 droite de g par Y sxiste : c’est le fonctaur

réalisation géométrique k. L’extension de“r'par g existe

également : c'est le foncteur complexe singulier 1.




(3) si €&, est petite et @ compldte 3 droite, pour tout fencteur

g déﬂ,vers ¢

P |

—

- v
Y 5

&

l'extension k de g par Y {plongement de Yoneda) existe de
méme que l’eﬁctensiun 1 de T par g et k est adjoint & gauche

de 1.
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§ 3.1 Les :'l(;".”extEH'siDns.._de_ Kan.,

QOO0 O0OQO00O0CRDOORRRQOO0D

Dans ce paragraphe. 1es U -catégories sont supposées posséder

une classe d'opbjets et non nécessairement un ensemble d'objets,

PDafinition 21

Sodient U une catigorie multiplicative, @& , %, € trodis
%—catégmieé et (F, f1, (G, g) deux %ﬂwﬁonateuu.

A ]

La ’Z@-extamion de Kan de (6, g} par (F, +), 54 elle
existe, est un 26 -foncteun (K, k) de S vers G telle

que. £'on alt des bijections

W-nat ((6, g}, (H. h) o (F, £)) = U-Nat ((K, k), (H, h))

ces bijections Etant U—natunelles en (H, h).

Le théoréme de Kan se généralise alors comme suit auy cadre des

?ﬂ—catéganies.

Théoréme 13

Sodent 26 une catigonie multiplicative bien complite 2
drodite, Q. une petite W -catigordie, § une Y -catigonie
Q»(' ~complile a drodte, Gbmw, ‘?6 ~eatigorde et (F, ¢,
(6, g) deux % - 5ancz§eum
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3@
1(

.

—
-~

T
-
Tt

Sous ces hypothtses, a W -extension de Kan de (G, gl
pat (F, )} existe. Si de plus 2 est elfose et complize
& gauche, Le foncteun

T &

(F. £) @ —— G

A
admet un adfoint & gqauche.

Si B est un objet de [451, K(8) mst défini au mayen du conayay

suivant

L1

- GA® QA, A') @ DIF A”, )
A, A'E[Q]

3o

G A®@ SHF A, B)

A

K 8

Aclal

da 8% a1 gtant définis comme suit

“e étant %&—cnmpléta_é droite, on a des bijections

A

Hom (6 A & &fA, A'), G A') = Hom (& (A, A’), 8 (G A, & A*1Y
YA, A S Eﬁ’ 'K

gt nous noterons Y A,_le morphisme en correspondance avec
1

EA, Al par cette bijection :




9. est alors 1l'unique factorisation & trawvers les sommas des

morphismss

cAe @A, A) @ BFa, B)—281 w5 A @ BF A, B)
tandis gue 31 est la factorisation des morphismes

6 A® QA A7) @ B(F A, B)

10 f et

GAg®DIFA FA)® ThF A, B)

18 u
G ARG TF A, Bl

I1 faut encgre, pour tous objets B, B’ de @, construire un

morphisme

g g ¢ BB, B I——= QK B, KB

ﬁ dtant W-compléte 3 droite,

Hom (K B @ @¢B, B'), K B') = Hom (R, B*), Bk B, K 8"))

h .
B i T R L iae
‘s, B’ ke, n

c'est équivalent & comstruire un morphisme

N
kg, e ° KB ® DIB, B')——n K B' ;

mais le fonocteur

- B8, 8') :§ _, 8
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commute aux limites a dreite, car c'est un adjoint & gayche,
Fa
d'off la morphisme kE a s'obtient comme unigue factorisation

dans le diagramme suivant

AL GA® @A, A') @ BIF A", BY @ BB, 8*)

A, A
3. ® 1 1
Y A. C \
Ll G A@SA,A') @ARIF A ,B) | k B 9_{3”5, B*)
A A | - o
. |
; L1en
e A i
v ’ }
{
- Hsae®tra sy | R,
A Br B
|
¥
k

Noys avgns donc déjd défini le % -foncteur (K, k). Oéfinissons
maintenant 1a % -transformation naturelle
n: (G, gl==w»(K, K) , {F, fl ;

pour toys objets Aq, A2 da & i1 %aut dong définir yn morphisme

n“v A, : &tA,I, Azl—-——h-‘@(G Rys K F AL

Mais‘g est %-cnmpléta & dreite, donc -
Hom (6 A, ® @Q(A,, A,), K F Al = Hom (Q(A,, Ay), €(G Ay, K F Ay

N
n ’ n
i i M R »

A1{ AZ | = ul ﬂ1 Az

il nous suffit de dé€firir un merphisme




n Al 13 A1' ® am,,. Azl-———a-K F Ay

et ce dernier s'obtient comme suit
G A1 & &{A,i.'ﬁg]'
1 fF

G A, @ BIF A, F 52]

La prnpriété universelle découle aisément de ces gonstructions
En effet, si (H, h) est un 2% -foncteur et o une % -transformatio
naturelle. -z .-

k. F)
& .

-
e

(M, h}

€

i1 faut construire une % -transformation naturelle

p' H [K. k}:—-_:p[H; h)
c’est-a~dire, pour tous objets B et 8' de 8%y, un morphisme

oh g 1 BB, B l——n@ (K B, HBI.




A nouveau, VU le_caractére-lg—qnmplet A droite de ﬁ . cela
revient & construlre un morphismsa
of gt ¢ KB ® BB, gr)—»HB,
ce dernier est obtenu camme suit
pour tout objet A de | & en & un morphisme
A °A A

I A @A, A) 2B (G AL HFOA)

de l'existencs duquel'onfdéduit aisément l'existance g un

mogrphisme :
€lny oo nps 1) 2 GHF AL B ) e B UG A, H B
an_canstfuit-alors

$(F A, B8} & D(B, B")

G(HF A, HB')

@6 A, HE')

ce qui fournit pour tout A un morphisme




_BD....

. d
G A® GIFA B) @SB, B'}—nH B

et done uhe factorisation a travers la somme

d-:«U—G A® BIFA 8)® BB, B )l—H B ;
A : : - R

AL ga ® @A, A') @ B(F A', B) @ R (B, B')
A A | | -

'dés lors d égalise 3, ® 1 ot 2, ® 1, d'od }'unigue factorisation
._A :
PE. g therchée.

On remarquera que les hypothdésas sont des conditiens suffisantes,
mais pas des conditions nécessaires. En effet, si F R

est un foncteur et A un objet de &

-Hom (F A, =)

Ens

-

l'extension da Ham (A, -) par F existe et est égale & Hom [F A,

méme si @ n’est pas une petite csatégorie,
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.CHAPITRE & :

a:::-"’,ﬁ‘_--.:r:
Les -préfaisceaux.
ﬂ===:;==$====p=2=:=

§ 1 : Laes 2 -préfaisceaux.

geeCRQCoORdOODOCO0D

 Définition 22

Bodent T une catigonie multiplicative et @ une % -catigonde.

Un % -foneteun de @ vens % est un couple tF, ) od

(1Y F « | @& | 6| est une application

(21 vA, A’ £ @&}
Talar 1 FAG @A, A )—=F A’
(3) Les diagrammes ded Lypes sudvanis sont commutatifs

FAap @, AYg e, an—L81 't 4 aiar, A

f01 3
. . v
F Ao atar, A" ™ - F A"
1®n

»= FA D Q(A, A}
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ln remarguara gue si%’\ est close, alnrs’gﬁ est une 'ﬂ- ~gatégorie
ot les définitions 16 et 22 fournlssent la mdme motion de WU -
fonctesur vy l'exlstence des pijections

Hom (FA ® @ (A, A*'), F A') = Hom (& (A, A"}, 2 (F A, F A'3}).

Doprons guelques exemples de % -foncteurs & valeurs dans %ﬁa

(1) 8i % = Ab et @ possdda un seul objet, @ (%, %) est un monolde
de it‘:, c'est-a-dire un anneau. Un '}é-foneta_urj de @ vers Ab est

alors exactement un & -module & dreite : en effet, on a bien

. ung agtion
F(#) @ Q (%, *)—nF (%)

-

gt lgs axiomes expriment gque F (%) est un @& -module 3 droiie.

{2} Plus généralement, si % est une catégorie multiplicative et

@ possdde un seul objet, un % -foncteur de & vers Ab ast
un objst de 26 sur lequel le monoide @& (%, %) opdre 2 droite.

(3} Si %.est une catégorie myltiplicative et & une % -catégorie,
tout objet A, € |®] définit un 2( ~fonctsur de @ vsrs ﬂ?:’;_:

QlAs, -) : Q& ,«2.-(3
A s B (Ao, A
c'est bien un 2 -foncteur puisque 1'0n a les morphismes
Q(hs, M) @ QA A —Y o G (As, AY)

- qqi veérifie trivialgment'les conditionsg exigées.
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Les ¥ ~bifoncteurs..

DEA00O0OH0000HDIADD

Définition . 23

Sodent W une ca:tegom.a mut.t,cpﬁicaetwg et Q, ’S’q daux

% ~eatigondies, _
Un % -bifoneteun covaniant sur &, contravariant sun 5
et & valeuns dans U est un triplel (F, o, 8lolt
(13 F : |®] x |@|—|%!| est une application.
(2) VA, A' € |@], vB € |Bd}

®a ar. g P F (B, A) ® QIA, A*)—=F (B, A")
(3) vB, B' € |D]. va e |ql

Bg, g, At BB B'IOF (B'y A)—rF (8, A)

(4) fLes axdiomes suivants sont satisfaits.

.. a.~ Pouk Ltout ohfet B f4ixé dans ]’33 [, tF, o) déerit
Cun % -gonceteun de. @ vers % . '

b - Pour tout objet A fixd dans |@|. (F, 8) dicalt
un U -foncteur de QP vens % . '
: . ® %

c - Les diagrammes du fype spdvant sonid commutlatifs

(B, B'JOF (B', A) ® @Q(A, A')
1 8 a
B & 1
58, B'Y @ F (8, A"}
F (B, A) @ @ (A, A") 13

F (B, A')
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Dans l& cas of z{' = Ab Bt'@( _,?ﬁ:‘: ont chacune un seul ahjet, un

% -bifonctsur tel que décrit ci-dessus est un & -5 -bimodule,

Remarguons qua dans la définition 23, emn sypposant en ouire que
U possdde un objet initial O, si on se donne & = (F, o, B),
las'axiomas gnonods au point [4) expriment exactamant le fait

que C(%) telle gue décrite ci-dessous est une % “catégorie

1 Jc 9] - [@ LR

2) Cle) (Ay, ALY = @A, A
C (¢) (B,, B,) = B(n,; B,)
“C (9) (B, A) = E [B, A)"~

L]
jwa]

C (¢) (A, B)

3) ny ¢ Te—=.C (8) (A, A) = & (A, A)

ng ¢ I—=C .0 (8, 8) = &8, 8],

Remarquons encors que si U gst sym8trique, -un-%-*bifuncteur tel

i

que décrit dans la défindition précédente est exactement un %ﬁ -
fancteur de ‘&,* ® @ vers % .

51 %6 est ung catégorie multiplicative, uyn % -bifoncteur tel que

décrit ci-avant sera généralement appelé yn % -distributeur.
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